
II Développements d’analyse

Formules des compléments

II.A Formules des compléments

Théorème 17: Formule des compléments

@z P CzZ, ΓpzqΓp1 ´ zq “
π

sinpπzq

Démonstration. Quitte à utiliser le théorème du prolongement analytique, on va démontrer le théorème
sur s0, 1r qui admet les points d’accumulation.

Soit s Ps0, 1r,

ΓpsqΓp1 ´ sq “

ż `8

0

xs´1e´xdx

ż `8

0

u´se´udu

“

ż `8

0

ˆ
ż `8

0

u´se´udu

˙

xs´1e´xdx

xv“u
“

ż `8

0

ˆ
ż `8

0

x´sv´se´xvxdv

˙

xs´1e´xdx

Fubini-Tonnelli
“

ż `8

0

ˆ
ż `8

0

e´xpv`1qdx

˙

v´sdv

“

ż `8

0

v´s

v ` 1
dv

symétrie des rôles de s et 1´s
“

ż `8

0

vs´1

v ` 1
dv

v“et
“

ż `8

0

etse´t

et ` 1
etdt.

On pose f : z ÞÑ ezs

ez`1 . Alors f est holomorphe sauf en iπ ` 2iπZ où elle admet des pôles d’ordre 1.

Aussi, a-t-on :

Resiπpfq “ lim
zÑiπ

pz ´ iπq
esz

ez ´ 1
“ lim

zÑiπ

pz ´ iπq

ez ´ eiπ
esz “

eiπs

eiπ
“ ´eiπs

car on reconnaît l’inverse du taux d’accroissement de la fonction entière exponentielle et que l’on connaît
sa dérivée complexe : elle-même.

Soit R ą 0, on utilise le théorème des résidus avec le contour suivant :
On appelle γR le rectangle de sommets ´R, R, R`2iπ, ´R`2iπ parcours dans le sens trigonométrique
(anti-horaire)

On a :
1

2iπ

ż

γR

fpzqdz “ Resiπpfq ¨ indγR
piπq “ ´eiπs

ż

γR

fpzqdz “

ż ´R

´R

ets

et ` 1
looooomooooon

I1

` i

ż 2π

0

epR`itqs

eR`it ` 1
ds

loooooooooomoooooooooon

I2

`

ż ´R

R

ept`2iπqs

et`2iπ ` 1
ds

loooooooooomoooooooooon

I3

` i

ż 0

2π

ep´R`itqs

e´R`it ` 1
ds

loooooooooomoooooooooon

I4

.

On calcule séparément les 4 intégrales que l’on vient d’isoler :
— ‹ I1 ÝÑ

RÑ`8
ΓpsqΓp1 ´ sq ;
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— ‹ I3 “ ´e2iπs
ż R

´R

ets

etπ ` 1
ds Ñ ´e2iπsΓpsqΓp1 ´ sq ;

— ‹ Par inégalité triangulaire (| |a|´ |b| | ď |a`b|), on peut obtenir une majoration de l’intégrande
de I2 :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

epR`itqs

eR`it ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
eRs

|eR`it ` 1|
ď

eRs

eR ´ 1
„

RÑ`8
eRps´1q.

On déduit de cette majoration la majoration suivante :

|I2| ď 2π
eRs

eR ´ 1
Ñ 0 car s ă 1;

— ‹ On procède de même sur I4 :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ep´R`itqs

e´R`it ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
e´Rs

|e´R`it ` 1|
ď

e´Rs

1 ´ e´R
„

RÑ`8
e´Rs.

On déduit de cette majoration la majoration suivante :

|I4| ď 2π
e´Rs

1 ´ e´R
Ñ 0 car s ą 0.

Ainsi au total
ż

γR

fpzqdz ÝÑ
RÑ8

`

1 ´ e2iπs
˘

ΓpsqΓp1 ´ sq

ñ ΓpsqΓp1 ´ sq “
´2iπeiπs

1 ´ e2iπs
“

´2iπ

e´iπs ´ eiπs
eiπs

eiπs
“

π

sinpπsq
.

■
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