II Développements d’analyse

FORMULES DES COMPLEMENTS

II.LA  Formules des compléments

VzeC\Z, T[(z)[(1—z)=—1

sin(7z)

Démonstration. Quitte a utiliser le théoréme du prolongement analytique, on va démontrer le théoréme
sur |0, 1[ qui admet les points d’accumulation.
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On pose f : z+— eiz_:l. Alors f est holomorphe sauf en im + 2inZ ou elle admet des pdles d’ordre 1.
Aussi, a-t-on :
: . e’* : (Z — Z,/T) sz eiws TS
Res,;w(f) = ZlLHllTr(Z — Zﬂ)ezi_l = zli)nilﬂ— m@ = 67,771' = —€

car on reconnait 'inverse du taux d’accroissement de la fonction entiére exponentielle et que I'on connait
sa dérivée complexe : elle-méme.

Soit R > 0, on utilise le théoréme des résidus avec le contour suivant :
On appelle yg le rectangle de sommets —R, R, R+ 2iw, —R + 2i7 parcours dans le sens trigonométrique
(anti-horaire)

On a: .
% . (2)dz = Resir(f) - ind,, (i) = —€'™*
—R ets 2m 6(R+it)s -R 6(t+2i7r)s 0 e(fRJrit)S
dz = +1 ———ds+ ———ds+1 ——ds.
. f(Z) z J;R et +1 ZJ;) ehR+it +1 § JR ett+2im +1 st Lﬂ_ e—R+it +1 §
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On calcule séparément les 4 intégrales que 1’on vient d’isoler :

— % I R—>—+)30 T(s)I'(1—s);
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. R ets .
— x I3 = —eZWSJ ——ds — —eQmsI‘(s)F(l —8);

tm
—R e + 1
— »  Par inégalité triangulaire (| |a| — |b| | < |a+b|), on peut obtenir une majoration de I'intégrande
de IQ :
e(R+it)s Rs Rs

= ° < — ~ Bl
leftit +1] ~ eR— 1 Rotw

eR+it +1
On déduit de cette majoration la majoration suivante :

eRs

el —1

|Io| < 27 -0 car s < 1;

— x  On procéde de méme sur Iy :

e(fRJr’L't)S e~ Bs _ e—Rs R
e Rt 11| JeRtit 41| S1—e R oo .
On déduit de cette majoration la majoration suivante :

e—Rs

|14] <27r177R—>0 car s > 0.
—e

Ainsi au total
(z)dz — (1—¢€*™*)T(s)I'(1 —s)
YR R—0

—2ime’™s —2im eims 7r

T(s)I(1 —5) = s = e g e :
= (8) ( S) 1762”” e—iTS _ iTs gims Sin(ﬂ-s)
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